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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ  ΘΕΤΙΚΗΣ  ΚΑΙ
ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ

   Στη  σελίδα  αυτή  θα  προτείνονται  ασκήσεις  Μαθηματικών  Θετικής  και

Τεχνολογικής  κατεύθυνσης  για  τους  μαθητές  του  λυκείου  Ν. Μουδανιών.

Για  οποιαδήποτε  απορία  ή  διευκρίνιση , οι  μαθητές  μπορούν  να

απευθύνονται   στον  γράφοντα.

ΚΑΡΠΑΘΙΟΣ  ΣΤΕΛΙΟΣ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΣ  ΓΕΛ.ΜΟΥΔΑΝΙΩΝ

ΑΣΚΗΣΗ  1η:
Δίνονται  οι  μιγαδικοί   z = 1 + i   και   
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α) Να  βρείτε  τον  γ.τ.  των  εικόνων  του  w

β) Αν  ο  αριθμός   
[image: image2.wmf]w
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  είναι  πραγματικός  ,  δείξτε  ότι   z = w

γ) Αν  ισχύει   
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 , ν Є Ν*  να  δείξετε  ότι   
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ΑΣΚΗΣΗ  2η:

α)  Να  λύσετε  την  εξίσωση   z2 – 8z + 20 = 0   (1)

β)  Αν   z = x + yi  ,  y > 0  είναι  μία  ρίζα  της  (1) , να  βρείτε  το  θ Є (0 , π/2)   ώστε
     ο  μιγαδικός   
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  να  είναι  φανταστικός.

γ) Αν  θ = π/4 , να  βρείτε  τον  γ.τ  (γ)  των  εικόνων  του  μιγαδικού  
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δ) Να  βρείτε  τους  μιγαδικούς   w  του  γ.τ.  (γ)  για  τους  οποίους  ισχύει
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ΑΣΚΗΣΗ  3η:

Δίνεται  ο  μιγαδικός   z = λ(1 + i) + 1 – i   ,  λ Є R

α) Να  βρείτε  τον  γ.τ.  των  εικόνων  του  z

β) Για  ποια  τιμή  του  λ  ,  το  |z|  γίνεται  ελάχιστο;
γ) Εστω   λ > 0. Αν   
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   τότε:

    (ι)  Να  δείξετε  ότι   λ = 
[image: image10.wmf]3


    (ιι)  Να  βρείτε  τις  τιμές  του  θετικού  ακέραιου  ν , ώστε   w2ν  Є R
--------------------------------------

ΑΣΚΗΣΗ  4η:
Δίνεται  η  εξίσωση   z2 – αz + β = 0  ,  z Є C  ,  α,β Є R   και  z1 , z2  είναι  οι  ρίζες  της

με   z1 = 2 + i

α) Να  βρείτε  τους  αριθμούς  α  και  β

β) Να  αποδείξετε  ότι  ο  αριθμός   z12012 + z22012    είναι  πραγματικός

γ) Εστω  Α , Β , Γ  οι  εικόνες  των  μιγαδικών  z1 , z2 , z3  αντίστοιχα  όπου

     
[image: image11.wmf])
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.  Τότε :

    (ι) Να  αποδείξετε  ότι  το  τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  ορθογώνιο  και  ισοσκελές

    (ιι) Αν   
[image: image12.wmf]1
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  ,  να  αποδείξετε  ότι   u Є R
    (ιιι) Να  αποδείξετε  ότι  οι  εικόνες  των  μιγαδικών  w , που  επαληθεύουν  την

            εξίσωση   
[image: image13.wmf]10
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  ,  βρίσκονται  σε  έλλειψη.

----------------------------------------------

ΑΣΚΗΣΗ  5η:  
α) Αν  για  τον  μιγαδικό  z  ισχύει  (z – 4)10 = z10  ,  να  δείξετε  ότι  ο  γ.τ. των

     εικόνων  του  είναι  η  ευθεία  x = 2.                                                                 

β) Ο  μιγαδικός  w  ικανοποιεί  τη  σχέση  
[image: image14.wmf])
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. Να  δείξετε  ότι  ο  γ.τ.  των

     εικόνων  του  είναι  ο  κύκλος  με  κέντρο  Κ(0 , 3)  και  ακτίνα  ρ = 
[image: image15.wmf]2
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γ)  Να  βρείτε  τα  σημεία  Α  και  Β  του  μιγαδικού  επιπέδου  τα  οποία  είναι  εικόνες

     των  μιγαδικών  z  και  w  με   z = w.                                                                

δ) Εστω   z1 , z2 , z3  οι  μιγαδικοί  που  έχουν  εικόνες  αντίστοιχα  τα  σημεία  Α , Β

    και  το  μέσον  Μ  του  τμήματος  ΑΒ. Να  δείξετε  ότι

            2|z1|2 + 2|z2|2 – |z1 – z2|2  = 4|z3|2                                                                  

-------------------------------------------------

ΑΣΚΗΣΗ  6η:  
Δίνεται  η  εξίσωση   z2 – 6z + γ = 0  ,  γ Є R  ,  η οποία  έχει  ρίζες  τους  μιγαδικούς

z1 , z2   με   Im(z1) > 0   και   |z1| = 5.

α)  Να  υπολογίσετε  το   γ Є R                                                                               

β) Αν  γ = 25  να  βρείτε  τις  ρίζες  της  παραπάνω  εξίσωσης                              

γ)  Να  βρείτε  τον  γ.τ.  των  εικόνων  του  μιγαδικού  w  για  τον  οποίο

     ισχύει    4|w – z1|4 = |z1 – z2|2                                                                              

δ) Να  αποδείξετε  ότι    6 ≤ |w – z2| ≤ 10     

-----------------------------------------------
ΑΣΚΗΣΗ  7η:
Δίνονται  οι  συναρτήσεις   
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Α)  Να  αποδείξετε  για  κάθε  x Є R  ότι:

      ι)     Η  f  είναι  άρτια , ενώ  η  g  περιττή

      ιι)    f2(x) – g2(x) = 1  

      ιιι)   g(2x) = 2f(x)g(x)

      ιν)   f(2x) = f2(x) + g2(x)

      ν)    (f(x) + g(x))2 = f(2x) + g(2x)
Β)  Εστω  η  συνάρτηση   h(x) = 6·f(x) +2·g(x)

      ι)   Να  λύσετε  την  εξίσωση   h(x) = 9

      ιι)  Να  υπολογίσετε  το  h(ln3)
---------------------------------------------------

ΑΣΚΗΣΗ  8η:
Α)  Για  την  συνάρτηση   f(x) = αx + β  ,  α ≠ 0  ισχύουν:

       ●  f(0) ≠ 0
       ●  Η  εξίσωση   f(x·f(x)) = 0  έχει  μοναδική  λύση

       ●  Η  Cf  διέρχεται  από  το  σημείο   Α( – 1 , – 1)

    Να  αποδείξετε  ότι    f(x) = 5x + 4

Β)  Θεωρούμε  τις  συναρτήσεις  g  με  πεδίο  ορισμού  το  R  και   h(x) = lnx , x > 0
     ι)  Αν   (gοh)(x) = f(x)   να  βρείτε  την  g

     ιι)  Να  δείξετε  ότι   g(lnx) + g(ln2x) = 2f(x) + 5x

--------------------------------------------------

ΑΣΚΗΣΗ  9η:
Δίνονται  οι  συναρτήσεις  f , g : R → (0 , +∞)  με  την  f  να  είναι  γνησίως  φθίνουσα

και  την  g  γνησίως  αύξουσα.

α) Να  μελετήσετε  ως  προς  τη  μονοτονία  τη  συνάρτηση   
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β) Να  λύσετε  την  ανίσωση   f(lnx)·g(0) > g(lnx)·f(0)

γ) Αν  οι  γραφικές  παραστάσεις  των  f  και  g  τέμνονται  πάνω  στην  ευθεία  x = 2,
    να  λύσετε  την  εξίσωση   h(ex + 1) = 1.
--------------------------------------------------

ΑΣΚΗΣΗ 10η:

Δίνεται  η  γνησίως  φθίνουσα  συνάρτηση  f : R → R  και  η  συνάρτηση  

g : R → R   με   g(x) = f(x) – (fοf)(x)

α) Να  δείξετε  ότι  η  g  αντιστρέφεται

β) Αν  για  τον  μιγαδικό  z  ισχύει   g(|2z – 1|) – g(|z – 2|) = 0 , να  βρείτε  το |z|

γ) Εστω  ο  μιγαδικός  w.  Αν  τα  σημεία  Α(2 , |w – 3i|)  και   Β(3 , |w + i|)  ανήκουν
    στην  Cf , να  αποδείξετε  ότι   Im(w) < 1

--------------------------------------------------------

ΑΣΚΗΣΗ  11η:

Δίνεται  η  συνάρτηση   
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α) Να  δείξετε  ότι  η  f   είναι   1-1

β) Να  βρείτε  την  f -1
γ) Να  βρείτε  το  ν  ώστε  το  σημείο   
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  να  ανήκει  στην   
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ΑΣΚΗΣΗ  12η:

Για  τη  συνάρτηση  f :R →R  ισχύει  η  σχέση   3f(x) – 2f( – x) = 5x – 3   για  κάθε  x Є R
α) Να  δείξετε  ότι  f(x) = x – 3 

β) Να  βρείτε  (αν  υπάρχει)  το   
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γ) Αν  ισχύει  (gοf)(x) = x2 + 1  ,  για  κάθε  x Є R  να  βρείτε  τον  τύπο  της  g.

----------------------------------------------------
ΑΣΚΗΣΗ  13η:
Για  τη  συνάρτηση  f :R →R  ισχύει  η  σχέση     f3(x) – 2xf2(x) + ημ2x·f(x) – 2ημ3x = 0  

για  κάθε  x Є R. Αν   
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   τότε :

α) Να  αποδείξετε  ότι  κ = 2

β) Να  βρείτε  τα  όρια :   Α = 
[image: image24.wmf])
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ΑΣΚΗΣΗ  14η:

Δίνεται  η  συνεχής  συνάρτηση  f :R → R  για  την  οποία  ισχύει
    x2 < f(x) < x2 + 1  ,  για  κάθε  x Є R.

α) Να  δείξετε  ότι  η  Cf  τέμνει  την  ευθεία   y = 2x  σε  ένα  τουλάχιστον  σημείο  με

    τετμημένη  xο Є (0,1)

β) Αν  η  συνάρτηση  f  είναι  γνησίως  αύξουσα  να  δείξετε  ότι:

    (ι) Η  συνάρτηση   
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  ,  x ЄR   είναι  γνησίως  φθίνουσα

    (ιι) Η  εξίσωση   ex + f(x) = exf(x)  έχει  μοναδική  ρίζα  στο  διάστημα  (0,2)

-----------------------------------------------------

ΑΣΚΗΣΗ  15η:
Εστω  f  μια  συνεχής  συνάρτηση  στο  διάστημα  [-1,1]  για  την  οποία  ισχύουν

4x2 + f2(x) = 4  για  κάθε  x Є [-1,1]  και  f(0) = -2

α) Να  βρείτε  τις  ρίζες  της  εξίσωσης  f(x) = 0

β) Να  δείξετε  ότι  η  f  διατηρεί  το  πρόσημό  της  στο  διάστημα (-1,1)

γ) Να  βρείτε  τον  τύπο  της  f

δ) Να  βρείτε  το   
[image: image28.wmf])
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ΑΣΚΗΣΗ  16η:

Δίνεται  η  συνάρτηση   f(x) = ex + x – 2  , x ЄR
α) Να  δείξετε  ότι  η  f  αντιστρέφεται

β) Να  δείξετε  ότι  υπάρχει  μοναδικό  ξ Є (0,1)  τέτοιο  ώστε   eξ + ξ = 2

γ) Να  αποδείξετε  ότι  ο  γ.τ.  των  μιγαδικών  z = α + βi  , α,β ЄR , για  τους  οποίους
    ισχύει   
[image: image29.wmf]1
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   είναι  κύκλος  με  κέντρο  Κ(0,1)  και  ακτίνα  ρ = ½

δ) Αν  οι  εικόνες  των  z1 , z2  βρίσκονται  στον  παραπάνω  γ.τ.  να  βρείτε  το
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ΑΣΚΗΣΗ  17η:

     Δίνεται  η  συνάρτηση   f(x) = x3 + x + 2

ι) Να  δείξετε  ότι  η  f  αντιστρέφεται                                                                        
ιι) Να  δείξετε  ότι  η  
[image: image31.wmf]1
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  διέρχεται  από  το  σημείο  Α(4,1)                                  
ιιι) Να  λύσετε  την  εξίσωση    
[image: image32.wmf](
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ιν) Να  βρείτε  το   
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ΑΣΚΗΣΗ  18η:

  Δίνεται  η  συνάρτηση   f(x) = x5 + x3 + 10  ,  x Є R

ι) Να  δείξετε  ότι  η  f  αντιστρέφεται                                                                

ιι) Να  βρείτε  το  πεδίο  ορισμού  της  f -1                                                          

ιιι) Να  λύσετε  την  ανίσωση   f -1(x2 + x) ≤ 1                                                    

ιν) Να  δείξετε  ότι   5f(9) – 3f(12) < 5f(10) – 3f(11)                                         

ΑΣΚΗΣΗ  19η:
ΘΕΜΑ  2ο:  Η  συνάρτηση  f  είναι  συνεχής  στο  [0,1]  και  ισχύουν

  
[image: image34.wmf]2011
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     και    ημ3x ≤ xf(x) ≤ 3x + x2   για  κάθε  x Є (0,1)

ι) Να  δείξετε  ότι  η  Cf  διέρχεται  από  τα  σημεία  Α(1,1)  και  Β(0,3)           

ιι) Να  δείξετε  ότι  υπάρχει  τουλάχιστον  ένα  ξ Є(0,1)  τέτοιο

     ώστε    2f(ξ) = eξ + π                                                                                       

ιιι) Αν   λ Є ( – ∞ ,  – 2) ( (3 , +∞)   να  δείξετε  ότι  η  εξίσωση

     
[image: image35.wmf]1
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   έχει  τουλάχιστον  μία  ρίζα  στο  διάστημα  (0,1)       

ΑΣΚΗΣΗ  20η:

Δίνεται  η  συνάρτηση  f(x) = x2 + αx + 1  και  η  ευθεία  ε: y = x + α  , α Є R. Να  βρείτε
τις  τιμές  του  α  ώστε  η  ευθεία  ε  να  εφάπτεται  της  Cf   και  να  προσδιορίσετε  το

σημείο  επαφής.

ΑΣΚΗΣΗ 21η:

Δίνεται  η  συνάρτηση   
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Να  βρείτε  τα  α , β , γ Є R  ώστε  η  Cf  στο  σημείο  Μ  με  τετμημένη  2  να  έχει

εφαπτομένη  κάθετη  στην  ευθεία   2x + y – 1 = 0.

ΑΣΚΗΣΗ  22η:

Δίνεται  η  συνάρτηση   f(x) = xex
ι) Να  βρείτε  τις  f ´  και  f ´´

ιι) Να  δείξετε  ότι   f(ν)(x) = ex(ν + x)  , ν Є Ν , ν ≥ 1
ιιι) Να  βρείτε  το  άθροισμα  S(x) = f´(x) + f ´´(x) + …+f(ν)(x)

ιν) Να  βρείτε  την  εξίσωση  της  εφαπτομένης  της  CS  στο  σημείο  της  Α(0,S(0))

ΑΣΚΗΣΗ  23η:
ι) Να  δείξετε  ότι  η  εξίσωση   4(1 – x)e2x = 1  έχει  τουλάχιστον  μία  ρίζα  στο

   διάστημα  (0,1)

ιι) Να  δείξετε  ότι  οι  γραφικές  παραστάσεις  των  συναρτήσεων   f(x) = ex    και

     
[image: image37.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image38.wmf]x
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ΑΣΚΗΣΗ  24η:
Εστω  ότι  η  συνάρτηση  f:[α , β]→R   (0 < α < β)  είναι  παραγωγίσιμη  και  ισχύει  f(x) > 0

για  κάθε  x Є [α,β]. Αν   (f(α))β = (f(β))α  να  δείξετε  ότι  υπάρχει  ένα  τουλάχιστον

ξ Є (α , β)  τέτοιο  ώστε   f(ξ)·lnf(ξ) = ξ·f´(ξ)

ΑΣΚΗΣΗ  25η:
Η  συνάρτηση  f  είναι  συνεχής  στο [1,2]  και  παραγωγίσιμη  στο  (1,2)  με  f(2) – f(1) = ln2.

Να  δείξετε  ότι  υπάρχει  ένα  τουλάχιστον  ξ Є (1,2)  τέτοιο  ώστε   
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ΑΣΚΗΣΗ  26η:

Εστω  οι  συναρτήσεις  f , g :R→R  για  τις  οποίες  ισχύει   f´´(x) = g´´(x) +2  για  κάθε  x Є R.

Αν  οι  Cf  και  Cg  τέμνονται  πάνω  στον  άξονα  yy´  και  οι  εφαπτόμενες  των  Cf  και  Cg
στο  xο = 1  είναι  παράλληλες , να  λύσετε  την  ανίσωση   f(x) < g(x)

ΑΣΚΗΣΗ  27η:

Να  βρεθεί  συνάρτηση  f  ορισμένη  στο  (-π/2 , π/2)  η  οποία  ικανοποιεί  τις  σχέσεις

f(0) = 2012   και   f´(x)·συνx + f(x)·ημx = f(x)·συνx

ΑΣΚΗΣΗ  28η:

Η  συνάρτηση  f :R→R  είναι  παραγωγίσιμη  δύο  φορές  και  τέτοια  ώστε  οι  αριθμοί

f(-1)  , f(0) , f(1)  να  είναι  διαδοχικοί  όροι  αριθμητικής  προόδου. Να  δείξετε  ότι  υπάρχει
ένα  τουλάχιστον  ξ Є (-1 , 1)  τέτοιο  ώστε  f´´(ξ) = 0

ΑΣΚΗΣΗ  29η:

Η  συνάρτηση  f  είναι  συνεχής  στο  [α,β] , παραγωγίσιμη  στο  (α,β)  με  0 < α < β , και  

έστω  οι  μιγαδικοί   z = f(α) + βi  και   w = f(β) + αi  για  τους  οποίους  ισχύει  η  σχέση

 Im(zw) = 2α·f(α) . Να  δείξετε  ότι :

ι)  α·f(α) = β·f(β)

ιι) υπάρχει  τουλάχιστον  ένα  ξ Є (α,β)  τέτοιο  ώστε   ξ·f´(ξ) + f(ξ) = 0

ΑΣΚΗΣΗ  30η:
Να  αποδείξετε  ότι:

ι)  (x – 1)ex  >  – 1  για  κάθε  x Є R*

ιι) Η  συνάρτηση  g:R→R  με  g(x) = (x – 2)ex + x   είναι  γνησίως  αύξουσα

ιιι)  (x – 2)ex + x >  – 2   για  κάθε  x > 0
ΑΣΚΗΣΗ  31η:

Δίνεται  η συνάρτηση  f:R→R  με   f(x) = 3x4 + αx3 + βx2 + x + 1   ,  x Є R  ,  α , β Є R.

Αν  η  f  έχει  τρία  τοπικά  ακρότατα , να  δείξετε  ότι:

ι) υπάρχουν  ξ1 , ξ2 Є R  με  ξ1 < ξ2  τέτοια  ώστε  f´´(ξ1) = 0  και  f´´(ξ2) = 0

ιι)  α2 > 8β

ΑΣΚΗΣΗ  32η:

Δίνεται  η  συνάρτηση  f:(0 , +∞)  με   f(x) = xlnx.
ι) Να  δείξετε  ότι  η  f  είναι  κυρτή

ιι) Να  βρείτε  την  εξίσωση  της  εφαπτομένης  της  Cf  στο  σημείο  Α(1,0)

ιιι) Να  δείξετε  ότι   
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ιν) Αν  για  τους  θετικούς  α , β , γ   ισχύει  αβγ = 1  να  δείξετε  ότι  
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ΑΣΚΗΣΗ  33η:

Δίνεται  η  συνάρτηση  f(x) = 1 – (x + 1)e-x  ,  x Є R
ι) Να  μελετήσετε  την  f  ως  προς  τη  μονοτονία  και  τα  ακρότατα
ιι) Να  βρείτε  τις  ρίζες  και  το  πρόσημο  της  f

ιιι) Να  μελετήσετε  ως  προς  τη  μονοτονία  και  τα  ακρότατα  τη  συνάρτηση

     g(x) = 1 + x + (x + 2)e-x
ΑΣΚΗΣΗ  34η:

Δίνονται  οι  συναρτήσεις  f(x) = x2 – 1   και  g(x) = 1 – x2   ,  x Є R

ι) Να  δείξετε  ότι  η  εξίσωση  της  εφαπτομένης  της  Cg  στο  σημείο  της  Α(ημθ , g(ημθ))
   με  θ Є [-π/2 , π/2]  είναι   η  ευθεία  ε : y =  – 2ημθ·x + 1 + ημ2θ  

ιι) Αν  η  ε  τέμνει  την  Cf  στα  σημεία  Κ(x1 , y1)  και  Λ(x2 , y2)   να  δείξετε  ότι

    x1·x2 =  – 2 – ημ2θ  ,  x1 + x2 =  – 2ημθ   και   y1 + y2 = 2 + 6ημ2θ

ιιι) Να  μελετήσετε  ως  προς  τη  μονοτονία  και  τα  ακρότατα  τη  συνάρτηση

     φ(θ) = x1 + x2 + 4x1·x2 + y1 + y2  ,  θ Є [-π/2 , π/2]

ΑΣΚΗΣΗ  35η:

Δίνονται  οι  μιγαδικοί   
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  ,  x > 0  και  Α , Β  οι  εικόνες  τους
αντίστοιχα. Να  βρείτε  την  τιμή  του  x  για  την  οποία  η  απόσταση  ΑΒ  γίνεται  ελάχιστη.

ΑΣΚΗΣΗ  36η:

Δίνονται  οι  συναρτήσεις  
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   και   g(x) = x3.
ι) Να  δείξετε  ότι  οι  γραφικές  παραστάσεις  των  f  και  g  έχουν  ένα  ακριβώς  κοινό

   σημείο  το  οποίο  και  να  βρεθεί.

ιι) Να  βρείτε  την  εξίσωση  της  εφαπτομένης  της  Cg  η  οποία  διέρχεται  από  το  σημείο

   στο  οποίο  η  Cf  παρουσιάζει  ακρότατο.

ιιι)  Να  δείξετε  ότι  υπάρχει  τουλάχιστον  ένα  ξ Є (0 , 1)  τέτοιο  ώστε

      f´(ξ)·g´(ξ) =  – 1 

ΑΣΚΗΣΗ  37η:

   Δίνεται  ο  μιγαδικός  z ≠ 0  και  η  συνάρτηση   f : Ν* → C   με   f(ν) = (ιν – 1)z

    α) Να  δείξετε  ότι  για  κάθε  ν ( Ν*  ισχύει   f(ν) ∙ f(ν+1) ∙ f(ν+2) ∙ f(ν+3) = 0

    β) Αν   f(3) =  – 1 – 3ι  ,  να  βρείτε  τον  z

    γ) Αν  z = 2 + ι  να  υπολογίσετε  το  μέτρο  του  μιγαδικού  w = f (ν + 1) – f (ν) 
ΑΣΚΗΣΗ  38η:

   Δίνονται  οι  πραγματικοί αριθμοί  α , β  με  α < β  και  αβ ≠ 0.

    Εστω  μια  συνάρτηση  f : [α , β] → R  συνεχής  στο  [ α , β]  και  οι  μιγαδικοί 

    αριθμοί   z = α2 + ιf(α)  ,  w = f(β) + ιβ2 

    α)  Αν   |w|2 + |z|2 = |w – z|2   να  αποδείξετε  ότι :

         (ι) 
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         (ιι)  Η  εξίσωση   f(x) = 0  έχει  τουλάχιστον  μια  ρίζα  στο  διάστημα  [α , β]

    β) Αν  η  f  είναι  παραγωγίσιμη  στο  (α , β)  και  ο  αριθμός   w + iz  είναι  φανταστικός ,

        να  δείξετε  ότι  υπάρχει  τουλάχιστον  ένα  ξ ( (α , β)  τέτοιο  ώστε   f ′(ξ) = 0
ΑΣΚΗΣΗ  39η:

   Δίνεται  η  συνάρτηση   f(x) = αx2 – 2xlnx  ,  x > 0  ,  α > 0

    α) Να  μελετήσετε  την  f   ως  προς  τη  κυρτότητα

    β) Να  βρείτε  την  εξίσωση  της  εφαπτομένης  (ε)  της  Cf  στο  σημείο  της  Α(1 , f(1))

    γ) Να  βρείτε  τη  τιμή  του  α  ώστε  η  εφαπτομένη  (ε)  να  διέρχεται  από  το  Ο(0,0)

    δ) Αν  α = 2  , να  δείξετε  ότι   f(x) ≥ 2x   , x > 0

    ε) Να  υπολογίσετε  το εμβαδόν  του  χωρίου  που  περικλείεται  από  την  Cf , την  

        προηγούμενη  εφαπτομένη  (ε)  που  διέρχεται  από  την  αρχή  των  αξόνων  και  την

        ευθεία  x = e. 

ΑΣΚΗΣΗ  40η:

     Για  κάθε  x ( R  ορίζουμε  τη  συνάρτηση   
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  ,  α > 0   και  τον

      μιγαδικό   z = g(x) + xi   με   
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. Να  αποδείξετε  ότι :

       α)   Η  g   αντιστρέφεται

       β)   Οι  εικόνες  του  z  ανήκουν  στη  γραφική  παράσταση  της   g-1
       γ)   Re(z) ≤ Im(z)

       δ)   α = 1

       ε)   
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ΑΣΚΗΣΗ  41η:
       α) Να  δείξετε  ότι    lnx < x  ,  x > 0
       β) Δίνεται  η  συνάρτηση   
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            (ι) Να  βρείτε  το  πεδίο  ορισμού  της

           (ιι) Να  μελετήσετε  την  f  ως  προς  τη  μονοτονία

ΑΣΚΗΣΗ  42η:
    Αν  για  τη  συνάρτηση  f  ισχύουν :  f ′′(x) = 4e2x  ,  x ( R   ,   
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   τότε:

       α) Να  δείξετε  ότι   f(x) = e2x – 2x + 1

       β) Να  δείξετε  ότι  η  εξίσωση   e2x – 2x = 2x2 + 1  έχει  μοναδική  ρίζα

       γ) Να  δείξετε  ότι  η  ευθεία  y =  – 2x + 1  είναι  πλάγια  ασύμπτωτη  της  Cf  στο  -∞

       δ) Να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  του  χωρίου  που  περικλείεται  από  την  Cf ,  την

           παραπάνω  ασύμπτωτη , τον  άξονα  yy′  και  την  ευθεία  x = -1

ΑΣΚΗΣΗ  43η:
     H  συνάρτηση  f  είναι  παραγωγίσιμη  και  κυρτή  στο  [0,α]  με  α > 0.

      Εστω  η  συνάρτηση  
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      α) Να  μελετηθεί  η  g  ως  προς  τη  μονοτονία  και  τα  ακρότατα

      β) Να  δείξετε  ότι   
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ΑΣΚΗΣΗ  44η:
Η  συνάρτηση  f : R → R  είναι  συνεχής  και  ισχύει  
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    για  κάθε  x ( R

      α) Να  δείξετε  ότι    
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      β) Αν  x > 0   τότε  για  κάθε   t ( [2011 , 2012]   να  δείξετε  ότι    f (2012) ≤ f (t) ≤ f(2011)
      γ) Να  βρείτε  το    
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ΑΣΚΗΣΗ  45η:
    Δίνεται  η  συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη  στο  [α,β]  με  0 < α < β  και  οι  μιγαδικοί

      z = α + βi   και   w = f(α) + if(β)   με  f (β) ≠ 0.

      Α)  Να  δείξετε  ότι :

            α) Ο  αριθμός   
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   είναι  πραγματικός  αν  και  μόνο  αν   f(α) = α

            β) Αν  z = - iw   τότε  οι  εικόνες  των   z  ,  w  στο  μιγαδικό  επίπεδο  και  η  αρχή

                των  αξόνων  είναι  κορυφές  ορθογωνίου  και  ισοσκελούς  τριγώνου. 
     Β) Εστω  ότι  ισχύει  
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.  Να  δείξετε  ότι :

            α)  αf(β) = βf(α)

            β)  Οι  εικόνες  των   z  ,  w   και  η  αρχή  των  αξόνων  είναι  σημεία  συνευθειακά

            γ)  Υπάρχει  ένα  τουλάχιστον  xο ( (α , β)  τέτοιο  ώστε  η  εφαπτομένη  της  Cf  στο

                  σημείο  Μ(xο , f(xο))  να  διέρχεται  από  την  αρχή  των  αξόνων.

ΑΣΚΗΣΗ  46η:
Δίνεται  η  συνάρτηση   f(x) = ex – elnx   ,   x > 0

      α) Να  δείξετε  ότι  η  f  είναι  γνησίως  αύξουσα  στο  διάστημα   (1 , + ∞)

      β) Να  δείξετε  ότι   f(x) ≥ e    για  κάθε  x > 0

      γ) Να  δείξετε  ότι  η  εξίσωση    
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         έχει  ακριβώς  μία  ρίζα  στο  διάστημα   (0 , + ∞)

ΑΣΚΗΣΗ  47η:
Δίνεται  η  συνάρτηση  f :[0,2] → R  η  οποία  είναι  δυό  φορές  παραγωγίσιμη  και

       ικανοποιεί  τις  συνθήκες  :   f ′′(x) – 4f ′(x) + 4f(x) = κxe2x  ,  0 ≤ x ≤ 2    ,

         f ′(0) = 2f(0)  ,  f ′(2) = 2f(2) + 12e4  ,  f(1) = e2   και   κ ( R

       α) Να  δείξετε  ότι  η  συνάρτηση   
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           ικανοποιεί  τις  υποθέσεις  του  θ. Rolle  στο  διάστημα  [0,2]

       β) Να  δείξετε  ότι  υπάρχει   ξ ( (0,2)  τέτοιο  ώστε    f ′′(ξ) + 4f(ξ) = 6ξe2ξ + 4f ′(ξ)

       γ) Να  δείξετε  ότι   κ = 6  και  ότι  ισχύει  g(x) = 0  για  κάθε  x ([0,2]

       δ) Να  δείξετε  ότι   f(x) = x3e2x  ,  0 ≤ x ≤ 2

       ε) Να  υπολογίσετε  το  ολοκλήρωμα    
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ΑΣΚΗΣΗ  48η:
Δίνεται  η  συνεχής  συνάρτηση  f  στο  (-e , +∞)  η  οποία  ικανοποιεί  τη  σχέση  
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    για  κάθε  x ( (-e , +∞)  

      α)  Να  δείξετε  ότι    f(x) = ln(x + e)

      β)  Να  δείξετε  ότι  η  f  αντιστρέφεται  και  να  βρείτε  την  αντίστροφή  της

      γ)  Να  βρείτε  το  εμβαδόν  του  χωρίου  που  περικλείεται  από  την  Cf  και  τους

           ημιάξονες   Οx′  και  Οy

      δ)  Να  βρείτε  τη  γραμμή  που  ανήκουν  οι  εικόνες  του  μιγαδικού  z  με  Re(z) ≥ 0

            αν  ισχύει    ef(x) + 2ex – x|z| ≥ e + 2    για  κάθε  x ( (-e , +∞)  

ΑΣΚΗΣΗ  49η:
       Δίνεται  η  συνάρτηση  f : (0 , e) → R  με  f(1) = 0  η  οποία  για  κάθε  x ( (0 , e)
        ικανοποιεί  τη  σχέση   
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        Α)  Να  βρείτε  τον  τύπο  της  f

        Β)  Αν    f(x) = -ln(1 – lnx)  ,  x ( (0 , e)   τότε :

             α) Να  δείξετε  ότι  η  f  είναι  γνησίως  αύξουσα

             β) Να  βρείτε  το  σύνολο  τιμών  της  f

             γ) Να  βρείτε  την  τιμή  του  x  για  την  οποία  ο  ρυθμός  μεταβολής  της  f

                 γίνεται  ελάχιστος

             δ) Να  βρείτε  το  πλήθος  των  ριζών  της  εξίσωσης   
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ΑΣΚΗΣΗ  50η:
Δίνεται  η  παραγωγίσιμη  συνάρτηση  f  με  πεδίο  ορισμού  και  σύνολο  τιμών  το  R  

      η  οποία  ικανοποιεί  τη  σχέση    
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   για  κάθε  x ( R

      α) Να  δείξετε  ότι    ef(x) + f(x) = x  ,  για  κάθε  x ( R

      β) Να  δείξετε  ότι  η  f  αντιστρέφεται  και  να  βρείτε  την  f -1
      γ) Να  μελετήσετε  την  f  ως  προς  τη  κυρτότητα  και  το  πρόσημό  της

      δ) Να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  του  χωρίου  που  περικλείεται  από  την  Cf  , τον

          άξονα  x′x  και  τις  ευθείες   x = 1  και   x = 1 + e
      ε) Να  δείξετε  ότι    
[image: image66.wmf]2
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    για  κάθε  x ( (1 , +∞)

ΑΣΚΗΣΗ  51η:
Δίνεται  η  συνάρτηση   
[image: image67.wmf]dt
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      α) Να  βρείτε  το  πεδίο  ορισμού  της  f

      β) Να  μελετήσετε  την  f  ως  προς  τη  μονοτονία  και  τα  ακρότατα

      γ) Να  δείξετε  ότι    
[image: image68.wmf]0
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      δ) Να  δείξετε  ότι  η  Cf  εφάπτεται  στον  άξονα  x′x  σε  δύο  σημεία

      ε) Να  δείξετε  ότι  η  εικόνα  του  μιγαδικού  z = f(3) – 2i  βρίσκεται  στο 

          τέταρτο  τεταρτημόριο

ΑΣΚΗΣΗ  52η:
Δίνεται  η  συνεχής  συνάρτηση  f : [0 , +∞) → R  για  την  οποία  ισχύει

         
[image: image69.wmf]dt
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   για  κάθε  x > 0

      α) Να  δείξετε  ότι :

          (ι)  f(x) = xlnx + x  ,  x > 0

          (ιι)   f(0) = 0

       β) Να  μελετήσετε  την  f  ως  προς  τη  μονοτονία  και  τα  ακρότατα

       γ) Να  δείξετε  ότι  η  Cf  είναι  κυρτή  και  ότι  δεν  υπάρχουν  τρία  σημεία

           συνευθειακά  σ’ αυτή

       δ) Να  δείξετε  ότι    
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e

dx

x

f

e

2

1

)

(

1

1

£

-

£

ò


ΑΣΚΗΣΗ  53η:
Δίνονται  οι  μιγαδικοί   z = κ(1 – 2i) + 1 – i   ,  κ ( R  και   η  συνάρτηση   
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      α) Να  βρείτε  τη  γραμμή  Cg  στην  οποία  κινούνται  οι  z

      β) Να  βρείτε  εκείνον  τον  z  ο  οποίος  έχει  μέτρο   
[image: image72.wmf]2


      γ) Να  δείξετε  ότι  οι  Cf  και   Cg   εφάπτονται

      δ) Να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  του  χωρίου  που  περικλείεται  από  την  Cf  , την  Cg  

          και  τον  άξονα  yy′

ΑΣΚΗΣΗ  54η:
     Δίνεται  η  παραγωγίσιμη  συνάρτηση  f  στο  R  για  την  οποία  ισχύει

       2f(2x) – f(x) = 2x   για  κάθε  x ( R   και  η  συνάρτηση   
[image: image73.wmf]3
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      α) Να  δείξετε  ότι  υπάρχουν  x1 ( (0,1)   και  x2 ( (1,2)  τέτοια  ώστε   f ′(x1) + 2f ′(x2) = 2

      β) Να  δείξετε  ότι  η  F  είναι  σταθερή  και  να  βρεθεί  η  τιμή της

      γ) Να  υπολογίσετε  το  ολοκλήρωμα    
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